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Takagi’s theory is used to calculate the propagation of X-rays in perfect and nearly perfect crystals.
In the general case, the equations have to be solved on a computer. The principle of the calculation
is given. It has been applied to the case where an incident plane wave is collimated by a slit. The separa-
tion of wave-fields is observed, each presenting a fine structure shown to be due to the diffraction by
the slit. The same calculation is extended to a crystal submitted to a thermal gradient.The propagation
and the intensities of wave-fields are in good agreement with the predictions of Penning and Polder.

Introduction

Nous nous sommes proposé d’étudier la propagation
des rayons X dans un cristal déformé. Plusieurs théo-
ries ont été déja développées dans ce but, en particulier
celles de Penning & Polder (1961) et de Kato (19634, b,
1964). Ces théories permettent de calculer le trajet des
rayons dans un cristal légérement déformé. Celle de
Penning & Polder est plus commode pour calculer les
trajets, celle de Kato repose sur des bases mathémati-
ques plus précises et permet le calcul des phases. Elle
se préte aisément a 1’étude des franges de solution
pendulaire dans les cristaux déformés (Kato & Ando,
1966; Hart, 1966). Ces théories, trés agréables car elles
n’exigent pas lutilisation d’ordinateur puissant, ont
certaines limitations. Par suite de leurs hypothéses de
départ, elles ne sont plus valables lorsque la déforma-
tion est trés grande, par exemple au voisinage d’une
ligne de dislocation. D’autre part, si ’on veut suivre
effectivement le trajet d’un rayon, il faut I'isoler par
une fente. Par suite de la nature ondulatoire des rayon-
nements, on ne peut isoler un rayon mais un pinceau
qui, par suite des phénomenes de diffraction, acquerra
une structure fine. Les théories mentionnées plus haut
ne sont pas armées pour cela.

Or, pour étudier expérimentalement le trajet de
I’énergie et I'intensité de chaque champ d’ondes pour
un écart a l'incidence de Bragg donné, il faut utiliser
la double réfraction des rayons X: une onde plane
incidente sur un cristal excite a I'intérieur deux champs
d’ondes pour une direction de polarisation donnée. Cet
effet a été prévu par Borrmann (1955) et mis en évidence
par Authier (1960, 1961). Pour pouvoir observer la
séparation des trajets des champs d’ondes, on place
une fente dont la largeur optimale est de ’ordre de
50 um sur le trajet d’une onde plane. Les pinceaux con-
stitués par ces deux champs d’ondes ont une structure
fine due a la diffraction par les bords de la fente. Elle
a été observée et interprétée par Authier & Malgrange
(1965). Nous ’avons analysée ici en détail.

Lorsque ’onde incidente sur un cristal est une onde
quelconque, par exemple une onde sphérique, ou une
onde plane limitée par une fente, la théorie fonda-
mentale de Laue n’est plus directement applicable, pas
plus que les théories citées plus haut. Une généralisa-
tion de la théorie dynamique au cas d’une onde sphéri-
que a été donnée par Kato (19614, b). Une autre théorie,
applicable a toute forme d’onde incidente et au cas
d’un cristal déformé a été donnée par Takagi (1962).
C’est cette théorie que nous avons utilisée pour étudier
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la structure fine et la propagation des champs d’ondes
créés par double réfraction dans un cristal parfait ou
déformé sous I’action d’un gradient thermique. Nous
avons comparé les résultats relatifs a la propagation a
ceux déduits de la théorie de Penning & Polder dont
les hypothéses de départ sont plus restrictives que celles
de la théorie de Takagi. L’étude expérimentale sera
publiée séparément (Malgrange, 1967). Une théorie
voisine de celle de Takagi a été décrite par Taupin
(1964). _

Des théories générales ont par ailleurs été décrites
pour la diffraction des électrons. Les propriétés des
électrons sont trés différentes de celles des rayons X,
mais les théories correspondantes ont des analogies
certaines.

Nous montrerons par exemple que les équations
fondamentales de la théorie écrite par I’'un d’entre nous
pour les électrons (Tournarie, 1960, 1961, 1962, 1966)
peuvent étre identifiées a celles de la théorie de Takagi
dans le cas a deux faisceaux.

2. Rappel sur la théorie de S. Takagi

L’équation de propagation d’une onde électronique ou
électromagnétique se déduit de I’équation de Schré-
dinger dans le premier cas, des équations de Maxwell

dans le deuxiéme. Elle s’écrit:
Ay +[4n2K2—v(r)]y =0 (électrons) 2-1)

8m2y
o(r)= Thez Vi),

V(r) est le potentiel local, v le fréquence de I’onde.
AD —472k2D + rot rot(yD) =0 (rayons X) (2-2)
ol la susceptibilité électrique est donnée par
x (€)= — Ro(r)/nk? .

Fig.1. Vecteurs d’ondes utilisés dans la théorie de Takagi
OM=k¢; 0Q=Kj; HQ=K;. Mz: normale 3 la face
d’entrée. La: point de Laue; Lo: point de Lorentz.

AC24A-9
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R est le rayon classique de I’électron, ¢(r) la densité
¢électronique, k le nombre d’ondes dans le vide.

Si le cristal est parfait et infini, la densité électronique
et le potentiel sont des fonctions triplement périodiques
des coordonnées d’espace et sont développables en
série de Fourier:

x=2 ynexp(—2nih.r) (2-3)
h

ol h est un vecteur du réseau réciproque.

Si, de plus, ’onde incidente est plane, Laue (1960)
montre que les solutions peuvent étre mises sous la
forme de fonctions d’ondes de Bloch:

D=2 Dy exp(—2niKy, . ¥) (2-4)
h

qui s’interprétent comme des champs d’ondes de vec-
teur d’onde: Ky=Ko+h . (2-5)

Ewald et Laue ont montré que l'extrémité P des
vecteurs d’onde Ko, Ky ezc.. . menés des noeuds O, H. ..
du réseau réciproque se trouve sur une surface parti-
culiére, appelée surface de dispersion, qui joue ici le
role de surface des indices.

Dans les théories de Penning & Polder et de Kato,
on fait ’hypothése que I’on peut définir localement,
en tout point d’un cristal déformé, une telle surface
de dispersion et, pour suivre le trajet d’un champ
d’ondes dans le cristal, on suit le déplacement du point
caractéristique P le long d’'une méme branche de la
surface de dispersion. Ce n’est plus le cas dans la
théorie de Takagi que nous allons maintenant exposer.

Si l'onde incidente n’est pas plane ou si le cristal
est déformé, la solution ne peut plus étre constituée
par une fonction d’ondes de Bloch. Takagi cherche
comme solution une fonction d’ondes de Bloch modi-
fiée dont les amplitudes D5 sont des fonctions com-
plexes Jentement variables des coordonnées de position.

Le facteur de phase de chacune des composantes du
développement se compose de deux termes, I’un rapide-
ment variable dont la période est celle de la maille du
réseau, ’autre lentement variable qui dépend de I’écart
a l'incidence de Bragg de I’onde incidente et de la dé-
formation locale. Ce deuxiéme terme est inclus dans
Pamplitude Dx(r). Le premier, explicité dans le facteur
exp(—2niKy . r), peut étre choisi a priori. Le module
de K, est pris égal a nk, n étant 'indice de réfraction,
son orientation est arbitraire; Ky est donné par (2-5).
Takagi écrit d’autre part ’onde incidente sur le cristal
sous la forme:

D@ = @(()a)(r) exp(—2niky . r) (2-6)

ol ko a pour module k£ et a méme composante tangen-
tielle que K, sur la face d’entrée du cristal (Fig.1).
C’est par suite, en fait, le couple kg, K, qui est choisi
arbitrairement.

Dans un cristal déformé, la susceptibilité électrique
n’est plus développable en série de Fourier. Un petit
volume Av du cristal parfait, repéré par le vecteur de
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position r occupe, aprés une déformation, une position
repérée par le vecteur r+u(r). On admet que la charge
de cet élément de volume reste constante pendant la
déformation. Si y(r) est la susceptibilité du cristal d¢-

formé, on a: 2+ =x() . -7

Si les composantes du tenseur du/Jr sont trés petites,
cette expression peut s’écrire:

x'@=x[r—u()]. (2-8)

Cette approximation est justifiée dans les applica-

tions que nous en avons faites. A 1’aide du développe-

ment (2-3), la susceptibilité y’ peut s’écrire sous la
forme:

x' =2y exp(—2nih.r) 2-9)
h

avec
xp=xrexpl2zih . u(r)] .

xn sont les coefficients du développement en série de
Fourier de la susceptibilité du cristal parfait.

Portons maintenant les développements (2-9) et (2-4)
dans I’équation de propagation (2-2), D, étant une
fonction lentement variable de r. On montre (Takagi,
1962) que, si on peut négliger les termes du second
ordre (ADp, xzV . Dp,Vyn etc...), I’équation de pro-
pagation est équivalente d deux systémes d’équationsaux
dérivées partielles qui se réduitsent dans le cas a deux
faisceaux a:

: ;‘)o (2-10)
Rt —inky,CDy+2inkfnDy
OSk,

ol C=1, cos 20 selon que la direction de polarisation
est perpendiculaire ou parallele au plan d’incidence,
respectivement. S, est un parameétre qui dépend du
choix du couple de vecteurs d’onde kg, K,. Il vient,
d’apres la Fig.1:

p= Koo Q—g" ~— [0 5in 2635, (22 - )]

ou Af=LaM serait 1’écart a lincidence de Bragg
d’une onde plane de vecteur d’onde

ko=OM .

Le systdme (2-10) peut s’écrire également sous une
forme plus commode pour les calculs en posant:

gg=g: exp(—2nih . u) } (2-11)
Il vient:
aals)" = —inky;CD;,
° (2-12)
9Dy __ inkynCDy+2inkf D,
osn

ETUDE THEORIQUE DE LA PROPAGATION DES RAYONS X

avec
, 1 0
ﬁh_ﬂh k aSh (h'u)'

Le deuxiéme terme est proportionnel a la variation
locale de I’écart a l'incidence de Bragg due a la dé-
formation (Authier, 1966).

Le systéme (2-12) peut &tre transformé en un systéme
a deux équations aux dérivées partielles du second
ordre, indépendantes, intégrables par la méthode de
Riemann lorsque S} est nul,* ce qui est toujours réali-
sable, lorsque le cristal est parfait, par un choix judi-
cieux du couple kg, K.

Si, par exemple, ’onde incidente est une onde plane,
on retrouve les résultats de Laue. Si c’est une onde
plane limitée par une fente trés fine, de quelques mi-
crons de largeur, ou si c’est une onde sphérique, on
retrouve les résultats de la théorie de Kato pour une
onde sphérique. Cette méthode a été étendue par Simon
& Authier (1967) au calcul du contraste d’une faute
d’empilement ou de franges de moiré.

Lorsque le cristal est déformé, il n’est pas possible
d’intégrer le systéme analytiquement et il faut utiliser
un ordinateur. Le principe du programme de calcul est
décrit dans le § 4.

3. Comparaison des théories de Takagi et de Tournarie

L’un de nous a étudié la propagation des électrons dans
des cristaux parfaits minces et construit une théorie
qui s’applique naturellement au cas ou un grand nom-
bre de réflexions sont excitées. Nous la présentons ici
afin de montrer que cette théorie aboutit au méme
systéme d’équations que celui qu’obtient Takagi pour
les cristaux parfaits [équations (2-12)]. Soient Oz un
axe normal a la face d’entrée d’une lame cristalline a
faces paralléles, dirigé vers I'intérieur et Ox et Oy deux
axes du plan de la face d’entrée du cristal, formant
avec Oz un triédre trirectangle. Le cristal est assez
grand dans les directions paralléles & Ox et Oy, pour
qu’on puisse négliger ’'influence de ses limites latérales
sur la propagation des électrons.

Cela permet (Tournarie, 1960) de décomposer le
potentiel cristallin en série de Fourier dans tout le plan
de cote z parallele & la face d’entrée. Par contre, on
ne peut faire aucune hypothése sur sa variation dans
la direction Oz. La forme ainsi obtenue pour le poten-
tiel est donc rigoureuse bien que le cristal soit limité
dans une direction:

V=2Vu(z) exp]—27i(hzx+hyy)] @3-
h
ou Az et hy sont les projections du vecteur du réseau
réciproque h sur les axes Ox et Oy respectivement.

On peut démontrerf que la solution rigoureuse est

de la forme:

* S.Takagi, communication personnelle.
T M.Tournarie, non publié.
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w(x,7,2) =2 on(2) expl —27i(Kngx + Kny )] (3-2)

ol Kx=K,+h; K, et K sont les vecteurs d’onde dans
le cristal.

Si I’on porte ces expressions de w et du potentiel
dans I’équation de Schrédinger (2-1), on obtient une
infinité d’équations de la forme suivante:

dz
(it ) m@=Zonn@on@, (3

ol k. est la composante suivant Oz du vecteur d’onde
de ’onde h, dans le vide, & la sortie du cristal.

Il est commode, surtout lorsqu’on s’intéresse 4 un
grand nombre de faisceaux, de mettre ce systéme sous
forme matricielle.

On définit une matrice K diagonale & N éléments
diagonaux (N étant le nombre de faisceaux diffractés
importants) et une matrice potentiel V & Nx N élé-
ments, telles que:

[KIn,ne=0n,n5 [V =vn-n(2) .

Soit J¢> le vecteur dont les N composantes sont les
amplitudes des ondes composant ’onde y solution du
probléme, le systéme (3-3) s’écrit:
dZ - 2K2
g lo> =[—4n2K24+V(2)]lp> .

La théorie de Takagi aboutit & un systéme analogue
que I’on raméne au systéme d’équations aux dérivées
partielles du premier ordre (2-10) en négligeant les ter-
mes du deuxiéme ordre, ce qui est une bonne approxi-
mation, les amplitudes Dy étant trés lentement vari-
ables. Il n’en est pas de méme ici pour les amplitudes
on(z) qui comprennent le terme de phase et sont des
fonctions rapidement oscillantes.

11 est toutefois possible de ramener I’équation (3-4)
a une équation du premier ordre. A I’aide d’une ma-
trice de Green, on transforme cette équation matricielle
différentielle en une équation matricielle intégrale
(Tournarie, 1962). Cette transformation permet de
faire apparaitre deux groupes de solutions, d’une part
les ondes qui se propagent vers I’avant, d’autre part
les ondes rétrodiffusées.

(3-4)

So Sh
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Lorsqu’on sait qu’on peut négliger les ondes rétro-
diffusées, I’équation intégrale se simplifie et elle cor-
respond alors a I’équation différentielle du premier
ordre:

d 1
R =7 _— -1
7 lo>=i[2nK yo K-1V(2lle> .
On montre facilement que dans le cas 3 deux fais-
ceaux ce systtme est identique au systéme de Takagi
appliqué aux cristaux parfaits pour une onde incidente
plane.

(-5

4. Principe du calcul
(i) Schéma
Pour alléger I’écriture, nous écrirons le systéme (2-12)

sous la forme:
oD,

=24'D;,
w

h _ 1% Y% 'y

S =2BDy+2W'D,

Quelle que soit la technique de calcul numérique
utilisée, on aboutit au schéma suivant:

Soit P le point du cristal olt on cherche les valeurs
de Dg et Dj. Tragons & partir de P les demi-droites
Psy et Psp, respectivement paralléles aux directions
incidente et réfléchie et dirigées vers la face d’entrée
du cristal (Fig.2). Soient Q; et R; deux points, trés
voisins de P, situés sur Ps, et Psp, respectivement. Nous
avons utilisé un développement en série de Taylor; si
on néglige les termes du deuxiéme ordre, les amplitudes
Dj et Dj, s’écrivent en P:

D4(P) =DK@ + 0iP ()

0 0O (4_2)

6s;,

Si on pose Q;P=p et RiP=gq et si on remplace les
dérivées de Dy et Dj, par leurs valeurs données par le
systéme (4-1), il vient:

-D;)(P)=D6(Q1) +p . 24'Di(Qy) } 4-3)
Dy(P)=Dj(R)+q . 2B'Dy(R)+q . 2W'Dy(R)) | *

’, 7/’ 3 aD,
Dj(P) = Di(R)) + R,P (— l)
Ry

)]

Fig.2. Schéma du calcul numérique.

A C24A -9*
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On obtient ainsi facilement les valeurs de Dj et de
Dj, en P,  partir des valeurs de Dj et Dy en Qg et R,.
Pour connaitre les valeurs de Dy et D} en O et Ry, il
suffit de refaire le méme calcul. On trace & partir de
Q, et R, des triangles égaux & PQ;R;. On trace ainsi
une droite paralléle & Q;R; passant par les points
0,5, R, qui jouent pour Q; et R, un rdle analogue
a celui que jouaient Q, et R; pour P [Fig.2(a)]. On
recommence ’opération autant de fois que I'on veut
et ’on est ainsi amené 2 tracer un réseau oblique ré-
gulier de base PQ, et PR, dont les noeuds se regrou-
pent sur des droites équidistantes paralleles &3 Q,R;.
On obtiendra finalement la valeur de Dj et D}, en P,
si, 2 un moment donné, on arrive a une droite Q;- - - R;
ou I'on connaisse les valeurs de Dg et Dy; c’est le cas
le long de la face d’entrée. On résoudra donc le pro-
bléme en tragant un réseau dont les noeuds se regrou-
pent sur des droites paralléles & la face d’entrée [Fig.
2(b)]. 11 en résulte une relation entre p et g:

p_m

q Yo

ol 7y et y, sont respectivement les cosinus des angles
des directions réfléchie et incidente avec la normale a
la face d’entrée.

(ii) Technique de calcul numérique

Il existe de nombreuses méthodes pour résoudre
numériquement un systéme d’équations aux dérivées
partielles du premier ordre. Notre objectif est d’obtenir
une description de I’état du rayonnement en un certain
nombre de points du cristal, ce nombre étant suffisam-
ment grand pour ne pas laisser échapper de détails
significatifs. Ceci conduit, I’expérience I’a montré, a
prendre des points sur un réseau dont les mailles sont
de l'ordre du micron. Comme on s’intéresse a des
cristaux de ’ordre du millimétre, on aboutit & un cal-
cul sur 106 points environ.

Il est donc nécessaire d’utiliser une méthode d’inté-
gration précise et rapide (exigences partiellement con-
tradictoires).

On a ainsi abandonné la méthode de Runge-Kutta
(Milne, 1953) car elle est assez lourde et risque de
donner des écarts importants dans les fonctions oscil-
lantes. On a aussi rejeté la méthode de Picard (Milne,
1953), méthode par tiération précise, mais lente
lorsquelle est appliquée & un grand nombre de
points.

Finalement, notre choix s’est porté sur une méthode
fondée sur le développement en série de Taylor. Nous
allons en expliquer le principe sur 1’équation du pre-
mier ordre A une inconnue suivante:

d
gx—f=F(.f’x) s

ol f est la fonction inconnue, x la variable et F une
fonction explicite de f et de x.

Il y a trois méthodes possibles que nous allons com-
parer:

ETUDE THEORIQUE DE LA PROPAGATION DES RAYONS X

(a) Méthode de la dérivée simple

On développe en série de Taylor une fonction f au
point x+p en fonction de la valeur de f et de ses déri-
vées au point x. On écrit alors:

Sle+p)=f()+pFf(x),x],
; . ; p* (4
l’erreur commise est alors de I’ordre de — ( = ) .
2 dx2 z

(b) Méthode de la ‘demi dérivée’

On combine le développement en série de Taylor de
la fonction f au point x en fonction de la valeur de
fet de ses dérivées au point x+ p et celui de la fonction
fau point x+p en fonction de la valeur de f et de ses
dérivées au point x. On obtient:

fan=@+ L (L), +(E),]-
Soit:

S&+P)2fE)+ 5 FIfGeo4p)x+p1+ 5 FU),,

3 3
Perreur commise est de ’ordre de — L (41) .
12 \dx3/ 2

(c) Méthode de la dérivée au demi-pas

On combine les développements de f en série de
Taylor aux points x+p et x en fonction des valeurs
de f et de ses dérivées au point x+p/2. On obtient:

fotn=f+p (L) s

Il faut trouver une valeur approchée de

() comn =7 (5 5) 5+ 8]

on choisit:
F[@fcrn+1£00), 2+ 5],
et on écrit alors:

S+ P =f(+ PF (310 +1 /G +phx+ 5,

et on commet une erreur globale de I’ordre de:

P (f’ifﬁ) 1 (fii) (?_F_
24 \dx3), *\dx2), 6f)x'
Cette troisitme méthode est donc la plus précise des
trois et c’est celle qu’on a choisie.

(iii) Application au systéme d’équations différentielles
Soit a résoudre le systéme (4-1) écrit sous la forme
suivante:

d

Poy DX, Y)= 24Dy(X, Y)
3 ’ (4-4)
q 4y DX, N)=2BD (X, Y)+2W (X, Y)Dy( X, Y)
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oll nous avons remplacé sy et s par X et Y pour alléger
I’écriture. Nous avons multiplié la premiére équation
par p, pas de calcul choisi dans la direction OX et la
deuxiéme équation par ¢, pas de calcul choisi dans la
direction QY. Rappelons que p/g=yx/y, avec

.7
A=—izkyp
T
B——sz)(hq

W=inkB,q .

La méthode de la dérivée au demi-pas appliquée aux
deux équations successivement donne d’une part:

Fig. 3. Propagation de I’énergie dans le cristal (régions hachur-

rées).
0
500 ¢
1000
N
1500
A6 =1,6.10-6 26 =3,8.10-8 AB =8,210-8
viT=0 vT=0 vT=0

Fig.4. Positions des faisceaux obtenus par le calcul numérique
dans le cas d’un cristal parfait. ©, A, faisceaux transmis.
+, x, faisceaux réfléchis.

, , 0D,
Dy(X,Y)~ Dy(X—p,Y)+p (B)XO

~ Dy(X~p, Y)+ ADy(X,Y)+ AD\(X—p,Y) , (4-5)
d’autre part:

) (X-p/2,Y)

’

DX, V)~ DX, Y—g)+a( 57) )

(X, Y—q/2)
ou

Di(X, ¥)~ Di(X,Y—q)+BDyX, Y) + BDy(X, Y —q)

+ W(X,Y—q/2)D(X, Y)+ W(X,Y—q/2)Dy(X, Y—q) .

Si on porte dans les membres de gauche les termes
relatifs au point (X, Y), on peut écrire les équations
(4-5) et (4-6) sous forme matricielle, soit:

L i an 0

[lA 00 ] D(X—p,Y)
00 B 1+ WX, Y—q2)l| Dyx,¥—q)

Posons W(X,Y—gq/2)=W. On obtient facilement
Pexpression effectivement calculée par I'ordinateur a
chaque pas:

DyX,Y)] _ 1
[D;,(X,Y)] T 1-W—4B
D(,)(X_p’Y)
1—W A(l— W) AB AQ+W)1| Dy(X~p,Y)
[ B AB B 1+W] Di(X,Y —q)
Dy(X,Y —q)

(iv) Conservation de I’énergie

Le systétme numérique précédent ne répond pas
strictement 4 la relation de conservation de 1’énergie,
dans un cristal non absorbant. Cette relation s’écrit:

2 yoDoD} + X ypDp Dy =constante ,
j J

ces sommes ¢étant calculées sur tous les points d’une
droite du type Q;R;.

Si on effectue le calcul, on constate que pour un
faisceau comprenant un flux unité réparti en « dans
la direction réfléchie, et 1 —a dans la direction incidente,
le flux résultant est 1+ 2x|ABW?2|.

Pour un pas de I’ordre de 4 um, cette erreur est de
I’ordre de 10~5 par pas, c’est-a-dire négligeable pour
des épaisseurs de I’ordre du millimeétre, ainsi que I’ont
montré, d’ailleurs, nos bilans.

(v) Programme

Le programme de calcul a été écrit en langage
Fortran II puis traduit en Fortran IV pour ordinateur
IBM 7094 II. Ses possibilités sont montrées par les
applications que nous citons dans le paragraphe 5. Les
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temps de calcul sont de I'ordre de 10 minutes pour
une épaisseur de cristal de un millimétre et un pas de
4 ym.

S. Applications

. Nous avons traité deux séries de cas:

(1) Cristal non perturbé.

(2) Cristal perturbé par un gradient thermique.

Pour simplifier I'interprétation des résultats, nous
avons choisi quelques données invariables:

- la nature du cristal: silicium.

- la longueur d’onde du rayonnement: raie Ka du
molybdéne soit 0,71 A

- la réflexion: 220.

- la position des plans réflecteurs par rapport a la
face d’entrée: plans perpendiculaires & cette face (cas
‘symétrique’).

(i) Cristal non perturbé

Dans tous les calculs que nous avons faits, nous
avons considéré une onde plane incidente limitée par
une fente paralléle a la face d’entrée du cristal.

Si la largeur de la fente est trés fine, par exemple
un pas de calcul latéral, soit 0,75 um, on obtient le
systéme de franges de Kato caractéristique d’une onde
incidente sphérique. Ce résultat que I’on retrouve ana-
lytiquement, comme nous I’avons dit plus haut,s’inter-
préte par la diffraction due a cette fente. Nous avons
vérifié expérimentalement cet effet.

Si la fente est plus large (37,5 um par exemple), on
retrouve la propagation de deux champs d’ondes, dis-
tincts dés que I’épaisseur parcourue leur permet de se
séparer. Nous avons mis en évidence et analysé une
structure fine de ces champs d’ondes.

(@) Direction des champs d’ondes — intensité

Le calcul donne les valeurs des amplitudes Dy et Dy,
en tout point du cristal. On en déduit facilement les
valeurs de I’intensité. En effet:

Io=|Do|>=|Djl? et In=|Dn|>=|Dj)?.

Cette maniére de calculer "amplitude globale en tout
point du cristal ne fait absolument pas apparaitre ex-
plicitement de distinction entre champs 1 et 2. Cette
distinction apparait dans les résultats lorsqu’on est dans
les conditions de séparation des champs d’ondes. Les
points ou les intensités I, et I ne sont pas nulles se
concentrent alors dans deux régions distinctes.

Pour un écart a I'incidence de Bragg donné 46 de
I’onde incidente, les calculs ont mis en évidence une
telle séparation des champs d’ondes & partir d’une
certaine profondeur z,. Si le trajet moyen des champs
d’ondes, apres leur séparation, fait un angle « avec les
plans réflecteurs, si e est la largeur de la fente BC
(Fig. 3) nous avons vérifié que cette profondeur z, valait
environ e/2 tg o comme on pouvait le prévoir.

Le calcul nous donne la répartition de Iintensité
dans un plan d’incidence. Elle est contenue a I'intérieur
d’un triangle de Borrmann tronqué BCDE (BC fente
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d’entrée, BE direction incidente, CD direction réfié-
chie). Soit O le milieu de BC. La normale Oz & BC
partage le trapéze en deux reglons égales 1 et 2 (Flg 3).
Soit Ox un axe paralléle & BC. La machine i 1mp1'1me
les courbes [, et I en fonction de x a toutes les épais-
seurs z que l’on désire soit, par exemple, de 100 en
100 microns. L’intensité de chacun des faisceaux est
obtenue en sommant les intensités dans chacune des
zones 1 et 2.

On calcule aussi la position des faisceaux. Cette posi-
tion est celle de la médiane du profil du faisceau a
I’épaisseur considérée. Rappelons que la médiane d’une
courbe est la droite paralléle a I’axe des ordonnées qui
partage ’aire sous la courbe en deux parties égales.

Sur la Fig.4, nous avons placé pour diverses valeurs
de 40 les positions des faisceaux réfléchis et transmis
correspondant aux champs 1 et 2. Les droites tracées
représentent le trajet théorique calculé en appliquant
les résultats de la théorie de Laue. On voit qu’il y a
un bon accord entre les trajets que I’on pourrait déter-
miner 4 partir des résultats des calculs etles trajets théori-
ques.

D’autre part, nous avons comparé aux intensités
théoriques des champs 1 et 2, les intensités des fais-
ceaux réfléchis et transmis dans les régions 1 et 2. Les
valeurs concordent assez bien (Fig.5). Toutefois les
écarts peuvent atteindre 1094 pour une épaisseur du
pas de calcul de 4 um. Ils diminuent notablement si
on réduit cette épaisseur & 1 ym, mais le temps de cal-
cul est alors multiplié par 42=16. Par contre, la posi-
tion des faisceaux est bonne méme pour une épaisseur
du pas de 4 ym.

A
I\
‘\
0,4 \
\ .
A\\ Cristal parfait
\\ 1=0,7
\ 48=0,8 sec.
\
0,3 \
\
\
\
\
.
\
\
0,2 \
vy
\
\
\ ¥ A\
\
\ te " o4
Nx Na *oe + .
0,11 \\ N e,
* < *
\‘ N
N A
——— ok Soa
b -
\‘x**\L X2
“"—L.&_x:}

0 500

Fig. 5. Intensités des faisceaux obtenues par le calcul numérique
lorsque le cristal est parfait. Epalsseur élémentaire de calcul:
4um. O, A, faisceaux transmis. +, X, faisceaux réfléchis.
— courbes théoriques champ 1. --- courbes théoriques
champ 2.
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(b) Structure fine des faisceaux

Les calculs a la machine font apparaitre une struc-
ture fine des faisceaux. Cette structure varie avec ’écart
a l'incidence de Bragg, I’épaisseur du cristal o I’on
regarde le faisceau, et la largeur de la fente qui limite
I’onde plane incidente. Nous avons observé expéri-
mentalement cette structure fine et montré qu’elle est
due 2 la diffraction par la fente (Authier & Malgrange,
1965).

Dans I’air, la figure de diffraction donnée par une
fente recevant une onde plane dépend du paramétre
w=e}/2/r] (Bruhat, 1959), ou e est la largeur de la
fente, r la distance du point d’observation a la fente,
A la longueur d’onde des rayons lumineux utilisés. Un
cristal parfait réglé en position de réflexion de Bragg
joue le réle d’un amplificateur angulaire: un pinceau
de rayons X incident de largeur angulaire 46 traverse
le cristal en formant un pinceau de largeur angulaire
Ada. Le coefficient d’amplification 4 =A4a/A40 varie de
4.10% environ a 1, lorsque I’écart & I’incidence de Bragg
varie de 0 & quelques minutes. Les figures de diffrac-
tion dans le cristal sont alors amplifiées et sont analo-
gues a celles obtenues dans I’air, & condition de
prendre comme parameétre w: w=e cosa}/2 cos 0p/AzA
ol e est la largeur de la fente, 05 I'angle de Bragg,
et z la profondeur du point d’observation dans le
cristal.

Le résultat n’est valable que si 'ouverture du fais-
ceau, issu de la fente et regu au point d’observation,
reste faible et si la zone excitée correspondante sur la
surface de dispersion est petite.

Faisceau réfléchi
si220 600k
Mo Ka

Double réfraction
Fente: 37,54
A8=1,644x10-¢

w=115

14001+ B o N

Fig.6. Diffraction ‘pseudo Fraunhofer’: Profils obtenus par
le calcul numérique, a diverses profondeurs, dans le faisceau
réfléchi.

w=0,95

Ces conditions ne sont jamais vraiment réalisées: on
s’en écarte plus ou moins selon les cas. Aussi, les pro-
fils obtenus par les calculs, dans le cristal, ont-ils bien
la méme allure que ceux que ’on obtiendrait dans I’air
dans des conditions telles que le paramétre w ait la
méme valeur, mais ils ne leur sont pas absolument
identiques.

Les figures de diffraction obtenues dans I’air ont les
formes suivantes, selon la valeur de w:

w<0,5: on obtient les figures de diffraction de Fraun-
hofer ou diffraction & I’infini; la tache de diffraction
est beaucoup plus grande que la zone d’éclairement
géométrique, elle présente un pic central intense et des
pics secondaires beaucoup plus faibles, séparés par des
minimums nuls. La largeur angulaire 4 mi-hauteur du
pic central est A/e.

w>2,5: les figures de diffraction sont celles de la
diffraction de Fresnel. La largeur de la tache de dif-
fraction est trés voisine de celle de la zone d’éclaire-
ment géométrique. Les aspects de la figure de diffrac-
tion varient selon les valeurs de w (un maximum prin-
cipal pour w=2,5, deux pour w=4, trois pour w=4,
6 etc.. ., les maximums devenant de plus en plus nom-
breux et serrés, et de moins en moins contrastés au
fur et 2 mesure que w augmente).

0,5<w<2,5: zone intermédiaire. Les figures de dif-
fraction ont des caractéristiques assez voisines de celles
de la diffraction a I’infini. Nous les appellerons figures
de diffraction ‘pseudo-Fraunhofer’. Elles présentent un
maximum central intense entouré de maximums se-
condaires beaucoup plus faibles séparés par des mini-
mums non nuls. La largeur & mi-hauteur du pic central
est voisine de /e (elle varie entre 0,9 et 1 fois A/e selon
la valeur de w). Contrairement au cas de la diffraction
a Iinfini, la largeur 3 mi-hauteur de la tache de diffrac-
tion peut étre inférieure (si w> }/2) ou supérieure (si
w< |/2) a la largeur de la zone d’éclairement géométri-
que.

Les calculs que nous avons faits nous ont permis
d’obtenir des valeurs du paramétre w variant de 0,65
a 14. Nous n’avons donc pas étudié de cas correspon-
dant a la diffraction de Fraunhofer pure. En effet, pour
obtenir une trés faible valeur de w, il faudrait soit aug-
menter A qui est borné par sa valeur pour 46=0, soit
augmenter I’épaisseur du cristal qui est pratiquement
bornée par la durée du temps de calcul, soit diminuer
la largeur de la fente, ce que I’on ne peut pas faire en
deca de quelques dizaines de microns si I’on veut éviter
d’exciter une trop grande zone de la surface de disper-
sion.

Diffraction pseudo-Fraunhofer

Exemple: fente de largeur e=37,5 um, 40=1,64 x
10-6=0,34 seconde (4 =3,1 . 104); w varie de 1,60 pour
une profondeur de 500 ym 2 0,65 pour une profondeur
de 3000 um (Fig.6). Au fur et 3 mesure que la profon-
deur augmente, la largeur & mi-hauteur de la zone
éclairée augmente. Si on définit la zone éclairée par la
largeur 3 mi-hauteur, on remarque qu’elle correspond
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4 un faisceau d’ouverture angulaire Ao, bien déter-
minée:
Ao=0,—a,

si a, et «; sont les angles des rayons extrémes de ce
faisceau avec les plans réflecteurs. Connaissant o, et
oy, on peut calculer les écarts a I'incidence de Bragg
A6, et A6, correspondants et obtenir 46,— A46,. Dans
notre cas particulier, on obtient 46,— 46,=1,6.10-6
radian.

Or dans les mémes conditions, c’est-a-dire pour une
méme largeur de fente e, la largeur & mi-hauteur de la
tache de diffraction de Fraunhofer serait 1,9.10-6
radian. Les résultats obtenus dans le cristal correspon-
dent bien a de la diffraction pseudo-Fraunhofer.

Nous avons obtenu un aussi bon accord dans les
autres cas étudiés, correspondant a des valeurs de w
variant de 0,65 a 2,5.

Diffraction de Fresnel

Exemple: fente de largeur e=37,5 um, 46=8,21.
10-6=1,7 secondes (4 =6.10%); w varie de 5,8 pour une
épaisseur de 200 yum a 2,9 pour une épaisseur de 800
um. On voit (Fig.7) que la figure de diffraction passe
progressivement de trois maximums pour w=>5,8 4 un
maximum pour w=2,9.

Avec des fentes beaucoup plus larges (jusque 300
um), on a obtenu toute une série de figures de diffrac-
tion dont I’allure est bien celle que ’on attendait aprés
avoir calculé la valeur de w correspondante.

Ces résultats sont en trés bon accord avec ceux ob-
tenus expérimentalement. En effet, nous avons mis en
évidence des structures fines & 1, 2 ou 3 maximums
dans des cas ot w=24, 4,1 et 5 respectlvement (Au-
thier & Malgrange, 1965)

(¢) Oscillations de !’intensité dans la région commune
aux deux champs

La largeur de la fente correspond a ’extension de
I'onde plane incidente; les champs d’ondes, nous
I’avons déja mentionné, ne se séparent qu’a une cer-
taine profondeur z, qui, si I'on ne tient pas compte
de la diffraction, vaut ¢/2 tg « (Fig.3).

Pour les €paisseurs z < z; les champs d’ondes ont une
région commune et ils peuvent interférer. Les calculs
faits & partir de la théorie de Laue montrent qu’alors
les intensités des faisceaux réfléchis et transmis oscil-
lent sinusoidalement autour de la valeur qu’elles aurai-
ent s’il n’y avait pas d’interférences (solution pendulaire)
La période de ces oscillations est

V1+n2
ou A, est I'inverse du diamétre de I’hyperbole surface
de dispersion et # un parameétre proportionnel a A46.
Les calculs & la machine ont confirmé ces résultats,

c’est-a-dire qu’ils ont mis en évidence les oscillations
de’intensité dans la zone commune aux deux faisceaux.
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Pour 40=0 par exemple, les trajets des champs
1 et 2 étant confondus, 'intensité oscille quelles que
soient la largeur de la fente et I’épaisseur du cristal.
Pour 40=35. 1076, I'intensité oscille jusqu’a une pro-
fondeur de 600 um quand la largeur de la fente vaut
150 ym. Or, en appliquant la formule:

e

%=2ma

on trouve zo= 590 um.

Sur la Fig.8 on voit que la période des oscillations
est 35 um environ pour 40=0 (valeur théorique 34,9
um), Pour 46=5 . 10-6, nous trouvons une période de
27 um, la période théorique étant 25,8 um.

Expérimentalement, nous avons mis en évidence ces
oscillations en utilisant un cristal taillé en coin dont
I’épaisseur variait de 0,1 a 1,5mm (Malgrange &
Authier, 1965). Dans la zone du cristal ou les champs
d’ondes se recouvrent partiellement, on observe des
maximums et des minimums d’intensité, en opposition
de phase entre le faisceau transmis et le faisceau ré-
fléchi.

37,5k

Faisceau réfléchi
Si 220
Mo Ka 100

Double réfraction

Fente: 37,61
£6=8,2x10°°

600H w=3,4
7008
800 Hf——— A,w=2,9
900 ——~_ ,/\\_

Fig.7. Diffraction de Fresnel: Profils obtenus par le calcul
numérique, a diverses profondeurs, dans le faisceau réfiéchi.

0,5

0 208 40p  60r  B8OR 1004 2
Fig.8. Variation de l’intensité dans les directions transmise
et réfiéchie, en fonction de I’épaisseur, lorsque les faisceaux

se recouvrent.



A. AUTHIER, C. MALGRANGE ET M. TOURNARIE

(ii) Cristal perturbé par un gradient thermique

La déformation d’un cristal soumis 4 ’action d’un
gradient thermique a I’avantage d’étre une fonction
connue et assez simple des coordonnées du point dans
le cristal. Le déplacement u d’un point du cristal s’écrit
(Penning & Polder, 1961):

u=(r.VaT)y—3(.0)ViaT

ol « est le coefficient de dilatation du cristal. Dans
cette formule, I’origine est prise au point qui reste fixe
au cours de la déformation. Si on appelle x et y les
coordonnées de V,aT parallélement aux axes de direc-
tion s; et 55, on obtient:

c’)i;. (h. w) =2k sin2f{so(x — y) +sn[x(3 — 4 sin20) + y]} .

Nous avons étudié divers cas en faisant varier ’écart
a I'incidence de Bragg de I’onde plane incidente et la
valeur du gradient thermique.

Les calculs font apparaitre une courbure des fais-
ceaux. Le sens de la courbure dépend du signe de 40
et du sens du gradient.

I v;T=-8,5°cm~1 —

VrT=-17°cm-1

VrT=-67,9°cm-1

VrT=+34,3°cm-1

0 500 p 1000 p 15004 2000 p

Fig.9. Position des faisceaux obtenus par le calcul numérique
lorsque le cristal est déformé sous I’action d’un gradient
thermique. ©, A, faisceaux transmis. +, x, faisceaux
réfléchis. Les trajets en trait plein ont été calculés par la
théorie de Penning & Polder.
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Nous avons comparé les positions des faisceaux don-
nées par les calculs aux trajets indiqués par la théorie
de Penning & Polder (1961). Rappelons bri¢vement
que, d’aprés leur théorie, la composante efficace du
gradient thermique est la projection de ce gradient sur
la face d’entrée du cristal. Lorsque cette composante
efficace n’est pas nulle, les trajets deviennent des par-
ties d’hyperboles que 1’on peut déterminer facilement
connaissant I’écart a I'incidence de Bragg de ’onde
incidente et le gradient thermique. Sur la Fig.9, nous
montrons des exemples de comparaison entre ces tra-
jets théoriques (en trait plein) et les trajets obtenus par
les calculs. Dans tous les cas traités par la machine
la concordance est excellente. De méme, I’accord est
bon pour les intensités, les écarts étant analogues 2 ceux
obtenus pour les calculs sans gradient thermique et
s’expliquant par une valeur trop grande de I’épais-
seur du pas de calcul.

6. Conclusion

Nous avons écrit et testé un programme de calcul sur
ordinateur pour la résolution des équations de la
théorie dynamique généralisée de S.Takagi. Nous
’avons appliqué a I’étude de la double réfraction des
rayons X par un cristal parfait et de la propagation
des champs d’ondes. On retrouve naturellement tous
les résultats classiques (direction de propagation, inten-
sité, interférences) mais, et c’estle point le plus important,
on montre que la théorie permet de tenir compte de
tous les phénoménes de diffraction par une fente.
Drautre part, dans le cas d’un cristal soumis & un gra-
dient thermique, la théorie donne les mémes résultats
que la théorie de P.Penning & D.Polder, dont les ap-
proximations sont donc justifiées pour une déforma-
tion faible. La théorie de S.Takagi, plus générale,
permet de calculer la propagation d’une onde quel-
conque méme dans un cristal ayant subi une plus
forte déformation. Par exemple, elle a permis de
retrouver avec un trés bon accord l'image d’une
dislocation sur une topographie (Balibar & Authier,
1967).
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An on-line computer-controlled X-ray or neutron single-crystal diffractometer with background count
times and scan speeds under the control of the computer not only makes possible the optimum division
of counting time between background and scan to maximize the precision of the intensity measurement
but also permits the total amount of counting time available for the structure determination or re-
determination to be so distributed among the reflections as to obtain maximum precision in any desired
combination of least-squares refined parameters. The precision of any such combination is maximized
variationally with respect to the reflection weights (of which the parameters refined by least-squares
are explicit functions) subject to the constraint that the sum of the counting times, on which the weights
depend, is fixed. The existence of a stationary maximum depends on the assumption that the measure-
ments of 4F are subject not only to counting errors but to other random errors which effectively set a
point of diminishing returns so far as further improvement of parameter precision by additional count-
ing is concerned. Results of this study indicate that unless the amount of time available is far beyond
the point of diminishing returns, substantial numbers of reflections should not be counted at all, except
to the bare minimum amount necessary for the determination of the trial structure. For optimizing
the precision of positional parameters the counting time should be concentrated on the high-angle

reflections; for thermal parameters low-angle reflections are also required.

Introduction

An on-line computer-controlled X-ray or neutron
single-crystal diffractometer with background count
times and scan speeds under the control of the computer
should offer certain advantages over conventional fixed-
time or fixed-count procedures in enabling variances of
the measured intensities and structure factors to be
approximately specified and even optimized. As is al-
ready known (Parrish, 1956; Mack & Spielberg, 1958)
the time available for a given reflection can be divided
between background and scan so as to minimize the
variance of the intensity, and the times allotted to
counting or counts allotted to timing the various re-
flections can be specified so as to give within reason
any desired precision mode in the measured quantities:
constant absolute precision in intensity, constant abso-
lute precision in the structure factor, constant relative

* On leave, February through July 1967.

precision, or other (for references, see Parrish, 1962).

However, it should also be possible to divide the
total amount of instrument (counting) time available
for the entire determination among the various reflec-
tions so as best to accomplish the particular objectives
of the structure determination or redetermination
(apart from the elucidation of a correctly refinable trial
structure): minimization of the variances of the posi-
tions of all atoms or of some group of atoms or of
specified functions of the positional parameters, per-
haps even the precise determination of a single inter-
atomic distance, even conceivably (but not likely)
maximization of the precision of certain specified ther-
mal parameters. This amounts to the specification of
the optimum weights for the various reflections, upon
which the required counting times depend and which
are used in the least-squares refinement.

In the case of powder diffractometry, the possibility
of distributing the total available counting time among
the various observations so as to minimize the variance



